
251

数字化用户  2022 年第 29 期 
Digitization user 信息化教学

《初等数论》教学改革中应重点关注的三个方面

李金蒋

（中国矿业大学（北京）理学院　北京　100083）

数论是研究整数性质的一门很古老的数学分支，

其初等部分是以整数的整除性为中心，包括整除性、

不定方程、同余式、连分数、素数 ( 即整数 ) 分布

以及数论函数等内容，统称《初等数论》。我国各高

校的数学与应用数学专业大都开设有这门课程，数

论之前常被认为是介绍一些基础知识、解决纯数学

难题的工具。但随着计算机技术和信息科学的发展，

信息安全这一重大问题被提出，数论为解决信息安

全问题做出了巨大贡献，即提供了一种核心技术 -

公开密钥。此外，数论在组合学、 编码学、最优化

设计、算子理论等诸多领域都有着重要应用。因此

《初等数论》课程的教学，“一方面要把课本上的知

识传授给学生，另一方面也要为学生日后从事相关

专业的研究打好基础” [1]。本校《初等数论》是数

学与应用数学专业的一门专业必修课，这门课程在

大学第 6-7 学期开设，教学时数为 48学时。与其它

数学专业课程比起来看似《初等数论》较简单，但

真正教好并不容易。目前高校中的《初等数论》课

程教学存在“教学观念相对落后、教学内容相对陈旧、

教学方法比较单一”这三大问题，应对这三大问题

应站在时代发展的角度来重点关注 [1]。

本文结合本校数学专业学生的层次、从业方向、

人生规划，就如何转变教师教学观念、更新教学内容、

改进教学方法三个方面，对《初等数论》的教学改

革谈谈看法。

一、转变教师教学观念

《初等数论》课程改革的首要任务是教师教学观

念的转变。

（一）教师应根据新的职业观念和考评模式来转

变教学观念

前苏联教育学家苏霍姆林斯基说：“当一个学生

跨进学校的大门成为你的学生时，他无限信任你，

你的每句话对他来说都是神圣的真理，在他看来你

就是智慧、理智和道德的典型”，这也说明了教师

作为引导者的重要性．首先，教师不应该把向学生

传授知识作为自己的唯一教学目标，必须转变思想，

提倡学生积极参与、勤于动手、乐于动脑，努力培

养创新型人才，使得学生具备较好的分析能力和解

决实际问题的能力，主动获取新的知识并具备良好

的交流与合作能力。

（二）教师在教学过程中要注重逻辑推理

不断激发学生的学习积极性、主动性、好奇心，

培养他们敢问、能问、多问“为什么”的习惯，使

得抽象难懂的初等数论知识在课堂讨论中变得生

动、直观、易懂。

（三）教师还应该转变传统的考评制度思想 [2]

不应把考试作为对教师教学质量和对学生学习

能力评价的唯一准则，而应在教学中注重对学生学

习的“多元化综合考核”，摒弃传统的“平时学习放

松、考前复习紧张、考中难免舞弊、考后马上遗忘”

的不良学 习现象。因此，改变传统的教学观念和改

革现行的考评模式势在必行。

二、更新教学内容

初等数论课程改革的关键是教学内容的更新。

（一）在教学内容上应增加数学史知识

除了教学《初等数论》的基本内容，还应适时
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向学生介绍一些数论中的著名问题的起源和发展过

程。如 Fermat 猜想，Fermat 数，哥德巴赫猜想，

孪生素数，完全数和几乎半完全数，Mersenne 数，

亲和数等，让学生了解一些数论课程发展的过去和

现状，利于拓宽知识视野。

例如，在讲解同余式时，向学生介绍同余式最

初产生的背景，可引入《孙子算经》中提出的著名

问题：“今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之

剩三，七七数之剩二，问物几何”或者通过鸡兔同笼

问题：“今有雉兔同笼，上有三十五头，下有九十四

足，问雉兔各几何”引入。在学习不定方程时，亦

可通过一个数学史中的故事引入：1637 年，法国

数学家费马在阅读丢番图所著《算术》(拉丁文译

本 ) 的第二卷时，曾在关于毕达哥拉斯三元数组

的页面上写道： “不可能将一个立方数写成两个立

方数的和；或者将一个四次幂写成两个四次幂之

和；抑或是不可能将一个高于二次的幂写成两个

同次幂之和。”接着他又俏皮地写下一个附注：“我

对此命题有一个十分美妙的证明，这里空白太小，

写不下”。或是《九章算术》中的“五家共井”问题、

《张丘建算经》中的“百钱买百鸡”问题等，这些

都是经典的不定方程问题。教师通过介绍知识点

产生的历史背景及实际用途，一定能吸引学生的

注意力，激发学生的学习兴趣，同时也能提高学

生的数学素养。

例如，在讲解不定方程时，介绍世界上最早研

究不定方程的是我国的《周髀算经》，比古希腊数学

家丢番研究不定方程还要早二百多年；另外《孙子

算经》也是世界上最早提出同余方程的研究巨著；

讲授奇数、偶数及质数时，介绍我国著名数学家华

罗庚、陈景润、潘承桐及王元等对数论发展做出的

突出贡献。

（二）教师在授课过程中应加强与数学竞赛和公

务员考试有关内容的渗透 [3]

比如在奥林匹克数学竞赛中频繁出现不定方程

和同余问题，再比如，2000 年国家公务员考试的

第 50 题“在一次国际会议上，人们发现与会代表

中有 10 人是东欧人，有 6人是亚太地区的，会说

汉语的有 6 人。欧美地区的代表占了与会代表总

数的 23% 以上，而东欧代表占了欧美代表的 23%

以上。试问参会代表人数是多少 ?”此题是考察初

等数论中的不定方程。对于此类作为奥林匹克数

学竞赛和公务员考试考察的重要知识点，如果教

师能够在教学过程中有针对性的讲解，并加强相

关题目的练习，一定能使学生全面的掌握知识点，

并能够灵活运用。

（三）教师在教学过程中应适当介绍数论发展的

现状、未来的发展方向以及最新的研究成果 [4]

传统教学模式认为，本科教学的任务是把书本

上的知识传授给学生，而科研则是高层次人才的培

养目标，这种想法往往导致教师忽视科研对教学所

产生的积极作用。在现代教育中，教师应适当将数

论最新的研究成果及研究方法融入到教学中去，例

如在讲解 “引无数英雄竞折腰”的费马大定理时，

要向学生介绍此猜想产生的背景、研究过程及遇到

的困难，以及经过三百多年的努力，这一问题于

1994 年被数学家 Andrew Wiles 彻底解决。在讲解

黎曼－ Zeta 函数ζ(s) 时，介绍黎曼提出了有关素

数分布的 6个猜想：1892 年法国数学家阿达玛证明

第 1、3、4猜想，1894 年德国数学家曼高尔特证明

了第 2、6猜想。唯第 5个猜想迄今未获证明，这则

猜想被称为“黎曼猜想”。结合最近的大热话题 :英

国著名数学家、菲尔兹奖和阿贝尔奖双料得主迈克

尔·阿蒂亚爵士 (Mi-chael Atiyah) 于 2018 年 9月

24 日在“海德堡获奖者”论坛上宣布他证明了“黎

曼猜想”。这样的教学内容不仅能激发学生的学习热

情，而且能使学生更全面、系统、彻底地掌握相关

知识点，还可以培养学生的数学素养、拓宽学生的

视野。

（四）教学内容安排

结合自己多年的教学实践经验，并考虑到学生

实际情况，针对知识的系统性和实用性两方面就初

等数论的教学内容和课时安排，制定如下教学计划：

第一章 整数的整除性

讲授 28学时，习题课 5学时。 

本章的多数内容在中小学阶段接触过，并且整

数的整除性理论与多项式理论基本上是一致的，因

而略讲。本章的重点是整除、公因数、素数的概念

及性质，带余除法及辗转相除法，求最大公因数的

方法，整数的素数分解定理，函数 [x]、｛x｝的概

念及其应用；难点是函数 [x]、｛x｝的概念及其应用。 

第二章 同余

讲授 16学时，习题课 4学时。

本章的学习过程中要求了解整数同余的概念及

同余的基本性质，会利用同余简单验证整数加减乘

积运算的结果；理解剩余类、完全剩余系的概念，
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熟练掌握判断完全剩余系、简化剩余系的方法；掌

握欧拉函数的定义及基本性质； 熟练掌握 Euler 定

理、Fermat 定理在解决实际问题中的应用。学习的

重点是剩余系的判定，欧拉函数的定义及性质，难

点是剩余系的判定。

第三章 同余方程

讲授 10学时，习题课 2学时。

代数学中的一个主要问题就是求解代数方程，

这不仅要求我们要对代数方程是否有解、有解的条

件及如何求解做出回答， 而且尽可能的情况下给出

问题的求解公式。本章讨论的问题与此类似，即求

解同余方程。 主要研究一次同余方程和方程组的求

解问题。学习的重点是中国剩余定理，求解三次以

下的同余式，难点是中国剩余定理，模整数同余式

与模素数同余式的关系。 

第四章 不定方程

讲授 12学时，习题课 2学时。

不定方程是初等数论中最古老的一个分支，也

是数论一个十分重要的研究课题。 不定方程又称之

为丢番图方程，是公元三世纪初，古希腊数学家丢

番图曾经系统研究了一些不定方程问题。我国古代

对不定方程的研究也很早，且研究的内容也非常丰

富，在世界数学史上占有不可忽略的地位。例如《周

髀算经》中的商高定理“勾三股四弦五”，《张丘建

算经》中的“百钱买百鸡问题”及《孙子算经》中

的“物不知其数问题”等等，驰名中外，影响深远。

本章的学习重点是二元一次不定方程解的形式， 二

元一次不定方程有整数解的条件，求二元一次不定

方程的解的方法；难点是不定方程 x2 ＋ y2 ＝ z2 的

整数解的形式。

第五章 简单连分数

讲授 6学时，习题课 2课时。

本章主要内容及重难点是有限连分数与有理数

互化；无限连分数、渐近连分数、循环连分数、无

理数与无限连分数的互化及应用； 证明任一实数均

可以用有限或无限连分数表示。

三、改进教学方法

充分利用各种资源，将最新科研成果和学术思

想融入到教学中，使学生及时掌握《初等数论》这

门学科的研究发展动态，全面深刻地掌握本学科的

专业知识，拓展学生视野，激发学生学习及创新的

兴趣。同时，根据教学内容的不同灵活选择教学方

式方法，做好与各学科的衔接工作，特别是与考研、

就业的衔接工作。

（一）注重习题的教学功能 [5]

有些定理的证明比较抽象，讲解时学生很难理

解，但是采用特例法，以 20! 中质因数 2的次数的

求法为例讲解，实践证明效果很好，充分体现了学

生的思维从特殊到一般，再到特殊的发展规律。这

对学生理解抽象定理非常有利。

解题过程中要重视分析，使学生善于克服思维

定势。初等数论中的许多题目，往往没有一个固定

的解题模式，许多题形式上十分相似，而解题方法

却大不相同，需要具体训练学生克服呆板性、增强

灵活性。例如，证明形如 4n-1 的素数有无穷多个，

证明方法可用反证法，考虑如何证明形如 4n+1 的素

数有无穷多个。学生可能以为这两个结论的证明方

法相似，同理可证，事实上这是很难的，因此要引

导学生思考其它途径。

（二）开展专题讨论

由于初等数论与其他学科，如组合数学和密码

学等联系密切，数论课题是很重要的研究课题，每

年都有很多论文发表，但教材不可能及时补充进来，

这需要教师及时补充，与时俱进，引进幕课等教学

形式，采用专题讨论的形式有效地进行教学。如对

于求不定方程 x2+y2=105 的质数解问题，一个边长

为 20的直角三角形的个数问题，同余方程的不同解

法以及这些解法与高等代数的线性方程组等内容有

哪些联系等。

采用专题讨论的形式，将学生分成不同小组，

这样不仅能巩固课堂所学基础知识，而且能涉猎很

多新知识，使学生领略数论知识的奥妙之处。提高

学生素质，培养团结协作的精神，努力专研的态度，

提高创新意识，最重要的是培养学生的自信心，这

对以后的工作很有意义。

（三）适当扩展内容

每一章的教学之后附上在这方面有突出贡献的

数学家的简介，以培养学生良好的师德及勇于探索

的精神。如在第 1章整除后附上华罗庚（华氏定理）

或陈景润（陈氏定理）简介，培养学生的爱国热情 .在

第 2章不定方程后附上毕达哥拉斯（中国勾股定理）

或费马简介，在同余后附上欧拉简介，在同余方程

组后附上我国古代数学家秦九韶简介等。这样在学

习枯燥理论的同时学生感受到数学家所作出的努

力。使数论这门课程更具有人文气息，培养学生良

好的品德。
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（四）激发学生学习兴趣 

初等数论是数学的一个源远流长的分支，它展

示着近代数学中最典型、最基本的概念、思想、方

法和技巧。初等数论不仅推动着数学的发展，而且

其理论和方法在计算机科学、代数编码、密码学、

计算方法等领域内得到了广泛的应用，成为数学、

计算机科学等相关专业不可缺少的数学基础。 根据

初等数论这门课程的特点，教师在讲授过程中，可

以穿插介绍数论中的许多著名问题，如费马大定理、

梅森数问题、完全数问题、歌德巴赫猜想、孪生素

数等问题，从而增加课堂教学的趣味性，调动学生

学习的积极性。 

初等数论本身有许多有趣应用，其许多内容与

中学数学有直接联系，例如整除理论、同余理论、

一次不定方程、排列与组合等等，尤其是初等数论

中的许多思想和方法是解决中学数学竞赛问题、开

展课外活动的重要来源。随着数学学科自身的发展

和社会的不断进步以及信息时代的到来，数论学科

越来越显示出其重要的理论意义和极为广阔的应用

范 围，它已成为数学专业毕业生知识结构中不可缺

少的重要组成部分。

（五）采用启发式教学 [6]

启发学生的积极思维是启发式教学方法的核心，

引导学生主动获取知识，培养他们分析问题和解决

问题的能力。 在课堂讲授过程中，通过引导让学

生自己去思考、去做、去说，启发学生善于提出问

题。引导学生通过归纳、类比、举一反三等，提高

他们分析问题、解决问题的能力。 在初等数论教学

中，采取启发式教学方法，对于数论中的问题和习

题主要告诉学生怎样去想，从哪方面去想，从哪方

面入手，怎样解决问题，而解题方法熟悉后的具

体计算则少讲甚至不讲。 例如，在求两个数的最

大公约数时，就提问学生学过几种最大公约数的

求法？ 在什么情况下用什么方法更好？本题应用

哪种方法简便一些？通过这些提问，学生就会对

求两个数的最大公约数掌握的更牢固。又如，在

同余式化简中，我们提问学生当 n较大时如何解？

当 x 较大时如何解？当 x 与 n 都较大时如何解？ 

通过一系列的提问，使学生不仅掌握一道题的解

法，而且对这一类题都会迎刃而解，起到了举一

反三、事半功倍的效果，从而有效地提高了学生

分析问题和解决问题的能力。

（六）作业布置要新颖，适当增加趣味性 [6]

学生完成作业多数是书后题，主要是加强对授

课内容的掌握，但这样有些枯燥，体现不出数学生

活性的一面，所以布置作业时应精心设计，适当增

加趣味性。 

作业可以适当增加一些有代表性的小论文，如

学习整除这一章，可以布置讨论整除理论在中学数

学竞赛中的应用论文；学习高斯函数后，可以布置

高斯函数的应用或无理数的证明方法等论文。通过

布置小论文，能调动学生的积极性，激发学生认真

思考，发挥他们的潜能，在写小论文过程中，鼓励

学生敢于思考，善于思考，勇于探索，这对毕业以

后的教学及科研都大有裨益。

四、结语

综上所述，通过对《初等数论》课程从教师教

学观念、教学内容、教学方法三方面的改革，希望

学生能够更好地掌握《初等数论》的知识，并能

够将本课程所学到的知识真正运用到日后的工作

和学习中去。在教学的过程中，教师还应当考虑

教学对象、教学资源等方面的特点不断探索、研

究与改善《初等数论》的教学改革，加强学生对

获取知识、理解知识、运用知识和创新能力的培养，

这样才能提高学生的综合能力，才能达到良好的

教学效果，为学生日后考研深造或工作岗位打好

坚实的基础。

总之，教改工作是一个复杂的系统工程，如何

强化学生的综合素质，更好地做到教与学的双赢，

尚有许多实际问题需要进一步的研究与探索。
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